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课程简介

¡“离散数学”是数学与计算机及其他相关专业的专业基础课,
为这些专业后续课程的先修课.

¡主要讲授数理逻辑, 集合论, 代数结构和图论的基本理论和方
法, 注重常用离散结构背景, 算法和应用的讲述, 引导学生应
用离散数学的理论和方法解决实际问题.

¡课程目标:
¡掌握离散数学的基本理论和方法;
¡熟悉常用的离散结构, 包括命题, 二元关系, 群, 环, 域, 格, 图等;
¡能够应用离散数学的相关知识分析问题, 并对问题进行建模并加以解决.
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课程简介

¡现代科学技术 (包括计算机科学与技术) 的发展是与现代数学的发展
密切相关,互相促进的.

¡计算机的高速发展与广泛应用,促进了信息数字化,符号化与离散化.
¡离散与连续是现实世界中物质运动的对立统一的两个方面.离散数学
与连续数学是描述,刻划和表达现实世界物质运动的两种重要工具.
¡我们的世界是连续的,但是测量结果是离散.

¡离散数学的原理和方法已成为计算机科学与技术的重要理论基础之
一.
¡计算机系统里的元素都可以用离散的形式进行表达.
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教学大纲

离散数学分数理逻辑, 集合论, 代数结构和图论四个部分, 各部分的要
掌握的重点内容有: 

¡ 第一部分 (数理逻辑) : 命题的符号化, 公式的等值演算, 公式的范式, 推理
理论. (16学时) 

¡ 第二部分 (集合论) : 二元关系的定义, 表示, 运算和性质, 等价关系, 偏序
关系, 函数. (12学时) 

¡ 第三部分 (代数结构) : 代数结构和子代数的定义, 群, 环, 域, 格的定义, 
性质和应用, 特别是循环群, 置换群和布尔代数. (16学时) 

¡ 第四部分 (图论) : 图的定义, 分类和矩阵表示, 图的点, 边连通性, 树, 图
的匹配, 图的着色, 平面图, 以及连通图的最短路, 二部图的最大匹配和连通
图的最小生成树算法. (16学时) 
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教材

¡主要教材
¡耿素云, 屈婉玲编: 《离散数学 (第2版) 》, 北京大学出版社, 2019年

9月

¡主要参考书
¡耿素云, 屈婉玲, 王捍贫编: 《离散数学教程》, 北京大学出版社,

2004年2月

¡Richard Johnsonbaugh编, 石纯一等译: 《离散数学》, 人民邮电出
版社, 2003年
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课程资料

¡课件, 资料, 作业发布与递交均在厦门大学数字化教学平台
(course.xmu.edu.cn )上进行.
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考核方式

¡成绩构成:
¡期末考50%
¡期中考30%
¡平时成绩20%

¡每次作业按完成质量评定给予1-2分;迟交扣1分.
¡只接受在教学平台上传pdf格式的文件, 电子版或者手写扫描版
均可,不接受纸质版.

¡推荐使用电子版 (word, markdown, LaTex均可).
¡作业提交时间为每章上完的那一节课的一周后的下午6点.
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1.1命题与联结词
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命题与真值

¡数理逻辑研究的中心问题是推理, 即研究推理中前提和结论
之间的形式关系,而不涉及前提和结论的具体内容.

¡推理的基本单位是命题.
定义
能判定真假但不能既真又假的陈述句 (包括符号化的等式和不
等式)称作命题.
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命题与真值

¡作为命题的陈述句所表达的判断只有两种结果:真或假,称为
命题的真值.
¡凡与事实相符的命题为真命题,其真值为真;
¡否则称为假命题,其真值为假.

¡判断给定的句子是否为命题的标准:
¡首先判断它是否为陈述句;
¡再判断它是否有惟一的真值.

¡若它是具有惟一真值的陈述句,它就是命题.
10
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命题与真值

例1.1
(1) 海洋的面积比陆地的面积大.
解 是真命题.

(2) 2是素数.
解 是真命题.

(3) 太阳从西方升起.
解 是假命题.

(4) 3是有理数.
解 是假命题.

(5) 火星上有生命.
解 是命题, 在人类历史发展的
长河中能够判断它的真假性. 由于
人们当前的认识水平, 尚未知其真
假 (待定).
(6) 11 + 1 = 100.
解 是命题, 其真假取决于采用

哪一种进制.若是二进制,则是真的,
否则就是假的.
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命题与真值

(7) ! + # > 10.
解 不是命题, 是命题变元. 由于!

与 #的不确定性, 使得该陈述句的真
值不惟一.
当! = 5, # = 8, 5 + 8 > 10为真.
而当! = 5, # = 4, 5 + 4 > 10为假.
(8)明年中秋节的晚上是晴天.
解 是命题. 其真值虽然现在还不

知道, 但是到明年中秋节就知道了,
所以是具有惟一真值的陈述句. 真值
未知不影响其惟一性.

(9)本命题是假的.
解 不是命题. 本陈述句是悖论

(真假共存).
(10)原来你也玩原神?
解 是疑问句,不是命题.

(11)这把死了就睡.
解 是祈使句,不是命题.

(12)上王者真难啊！
解 是感叹句,不是命题.
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命题与真值

¡在语法上, 命题一定是陈述句, 但陈述句不一定是命题. 疑问句, 祈使句
和感叹句等,它们无所谓真假,所以不是命题.

¡命题具有唯一的真值, 真或假, 这与我们是否知道它的真假 (待定) 是两
回事.

¡为了能用数学方法来研究命题之间的逻辑关系和推理, 需要将命题和真
值符号化.
¡ 使用!, #, $, … , !!, #!, $!, …表示命题. 例如:

!: 3是有理数

#: 火星上有生命.
¡ 使用1 (或') 表示"真"; 用0 (或() 表示"假".

13
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命题与真值

¡在数理逻辑中, 将不能再分解为更简单的命题称为简单命题或原
子命题.

¡下列命题都不是简单命题:
例1.2
(1) 10不是素数.
(2) 2和3都是素数.
(3) 2或4是素数.
(4)若数!是4的倍数,则它一定是2的倍数.
(5)数!是偶数当且仅当它能被2整除.
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命题联结词

定义
若干简单命题通过命题联结词联结而成的新命题称作是复合命题.
¡命题联结词是自然语言中有关联结词的逻辑抽象.
¡它作用于命题时,和数学运算符号相当,所以又称逻辑运算符.
¡它反映了复合命题和部分命题之间的真假关系, 这种关系是命题联结词的
逻辑内容.

¡自然语言中, 人们常常使用“或”, “并”, “与”, “且”, “但是”等一些联结词, 对
它们的使用,一般没有很严格的定义,因而有时显得很不确切.

¡逻辑语言是人工语言, 它们已用真值表严格定义并符号化, 其含义清晰准
确,避免了自然语言中常见的歧义.

15
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命题联结词

例1.2

(1) 10不是素数.使用了联结词“非”.

(2) 2和3都是素数.使用了联结词“和”.

(3) 2或4是素数.使用了联结词“或”.

(4)若数!是4的倍数,则它一定是2的倍数.使用了联结词“如果,则”.
(5)数!是偶数当且仅当它能被2整除.使用了联结词“当且仅当”.
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定义1.1

设!为任一命题, 复合命题“非!” (或!的否定) 称为!的否定式, 记作“ ¬!”. ¬称为否
定联结词.

否定联结词

17

¡ ¬!的逻辑关系为!不成立, 于是¬!取值为真当且仅当!取值为假. 
¡ ¬是一个一元运算, 它的意义是"否定"被否定命题的全部, 而不是一部分. 
¡ 例如: 
¡ !: 10是素数. (真值为0)
¬!: 10不是素数. (真值为1) 

¡ #: 5是素数. (真值为1)
¬#: 5不是素数. (真值为0) 

& ¬&
0 1
1 0
¬"的真值表

·
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定义1.2

设!, #为二命题, 复合命题“!且#”(或“!与#”) 称作!和#的合取式, 记作“! ∧ #”. “∧”
称为合取联结词.

合取联结词

18

¡ ! ∧ #的逻辑关系为!与#同时成立, 因而! ∧ #为真当且仅当
!与#同时为真. 

¡ 例如: 

¡ !: 2是素数, (真值为1) #: 3是素数 (真值为1), ! ∧ #: 2和3
都是素数 (真值为1). 

¡ !: 2是素数, (真值为1) $: 4是素数 (真值为0), ! ∧ $: 2和4
都是素数 (真值为0).

·

! # ! ∧ #
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
" ∧ $的真值表
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合取联结词

例 将下列命题符号化
(1) 我变秃了,也变强了. 解 & ∧ )
(2) 我不仅变秃了,而且还变强了. 解 & ∧ )
(3) 我虽然没变秃,但是我也没变强. 解 ¬& ∧ ¬)
(4) 我不是没变强,而是没变秃. 解 ¬(¬)) ∧ ¬&
(5) 我和邻居老王都变秃了. 解 & ∧ )
(6) 我和邻居老王是秃头兄弟. 解 虽然有关键词“和”,但不是

复合命题,只是简单命题.

19
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命题联结词

¡但在数理逻辑中, 我们关心的是复合命题与构成复合命题的各原
子命题之间的真值关系, 即抽象的逻辑关系, 并不关心各语句的
具体语义.

¡例如:
¡ +: 3 + 3 = 6, (真值为1) .: 地球是静止不动的 (真值为0), + ∧ .: 3 + 3 =
6且地球是静止不动的 (真值为0).

¡在自然语言中,上述命题是没有意义的,因为"和#毫无内在联系.
¡因此,内容上毫无联系的两个命题也能组成具有确定真值的命题.
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定义1.3

设!, #为任意二命题, 复合命题“!或#”称作!和#的析取式, 记作“! ∨ #”. “∨” 称为析
取联结词.

析取联结词

21

¡ ! ∨ #的逻辑关系为!与#中至少一个成立, 因而! ∨ #为真当
且仅当!与#中至少一个为真. 

¡ 例如: 

¡ !: 2是素数, (真值为1) #: 3是素数 (真值为1), ! ∨ #: 2或3
是素数 (真值为1). 

¡ $: 6是素数, (真值为0) .: 4是素数 (真值为0), $ ∨ .: 6或4
是素数 (真值为0). 

·

! # ! ∨ #
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
" ∨ $的真值表
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析取联结词
¡ 析取联结词∨的逻辑关系是明确的, 但自然语言中的“或”有时具有相容性, 有时又具有排斥
性, 因而在使用联结词∨时要注意区分. 绝大多数时候自然语言中的“或”具有排斥性.
例 将下列命题符号化

(1)今年总冠军是湖人或火箭.
解 这个“或”是互斥的. ": 今年总冠军是湖人, #: 今年总冠军是火箭, 由于总冠军只能有一

个, "和#本身就是互斥的,即"和#不会同时为真,因而可以符号化为" ∨ #.
(2)他学过德语或法语.
解 这个“或”是相容的. $:他学过德语, %:他学过法语,他也有可能同时学过德语和法语,与

命题不冲突,因而可以符号化为$ ∨ %.
(3)老王或老李中的一人去出差了.

解 这个“或”是互斥的. &: 老王去出差了, ': 老李去出差了. 但是t和u本身并不互斥, 然而命
题表达的意思是互斥的, 因为不能符号化为 & ∨ ' , 可以使用多个联结词, 符号化为 (& ∧ ¬') ∨
¬& ∧ ' .
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定义1.4

设!, #为任意二命题, 复合命题“若!,则#”称作!与#的蕴涵式, 记作! → #. 称!是蕴
涵式的前件, #是蕴涵式的后件. →称作蕴涵联结词.

蕴涵联结词

23

¡ ! → #的逻辑关系是, #是!的必要条件, !是#的充分条件.  
! → #为假当且仅当!为真且#为假. 

¡ 在自然语言里, 特别是在数学中, #是!的必要条件有不同
的叙述方式, “只要!就#”, “!仅当#”, “只有#才!”等都可以
符号化为“! → #”的形式. 

¡ 在数学和其他自然科学中, “如果!, 则#”往往表示的是前件
为真, 后件为真的推理关系. 但在数理逻辑中, 当!为假时, 
! → #也为真. 

·

! # ! → #
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
" → $的真值表
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蕴涵联结词

例我朋友跟我说: “如果我这赛季上了王者, 下赛季我就带你飞”. 试问: 在什么情况下,
我朋友才算失信 (命题真值为假)？
解我朋友的可能情况有四种:
(1)我朋友这赛季上了王者,下赛季带我飞了.
(2)我朋友这赛季没上王者,下赛季也没带我飞.
(3)我朋友这赛季上了王者,下赛季却没带我飞.
(4)我朋友这赛季没上王者,下赛季却带我飞了.
¡显然, (1)(2)两种情况我朋友都没有失信 (真值为真).

¡ (4)的情况与我朋友之前说的话也不冲突,当然也不算失信 (真值为真).
¡只有情况(3), 答应的事却没有做到, 算失信了 (真值为假). 该情况正好对应定义中“当
前件!为真,后件"为假时,命题! → "取值为假”.

24
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蕴涵联结词

¡ 有时候自然语言一句话中没有出现“若⋯则⋯”, “如果⋯就⋯”之类的关键词, 但是
却表达了蕴涵联结词含义, 例如“你行你上, 不行别bb”.

¡ 在自然语言里, “若!, 则#”中的!和#往往有某种内在联系, 而数理逻辑里!和#不一
定有什么内在联系.

例1.5 将下列命题符号化
(1) 若3 + 3 = 6, 则地球是运动的.
(2) 若3 + 3 ≠ 6, 则地球是运动的.
(3) 若3 + 3 = 6, 则地球是静止不动的.
(4) 若3 + 3 ≠ 6, 则地球是静止不动的.
解!: 3 + 3 = 6, #: 地球是运动的, 在这里, !与#显然没有什么内在联系, 但仍可以
组成蕴涵式, 分别为: ! → #, ¬! → #, ! → ¬#, ¬! → ¬#, 真值分别为1, 1, 0, 1.

25
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定义1.5

设!, #为任意二命题, 复合命题“!当且仅当#”称作!与#的等价式, 记作! ↔ #. ↔称
作等价联结词.

等价联结词

26

¡ ! ↔ #的逻辑关系是, !和#互为充分必要条件. ! ↔ #为
真当且仅当!和#的真值相同. 

¡汉语和英语的日常语言中没有等价词, 中文的“当且仅当”
以及英文的“iff (if and only if)”都是现代逻辑中创造的联
结词. 

·

! # ! ↔ #
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1
! ↔ #的真值表
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等价联结词

例1.6将下列命题符号化,并求其真值.
(1) ,$, ,%两圆的面积相等当且仅当它们的半径相等.
解 &: ,$, ,%两圆的面积相等, ): ,$, ,%两圆的半径相等. 命题符号
化为& ↔ ), &与)的真值相同 (永远同真或同假), 因而& ↔ )的真值为真.
(2) ., 0两角相等当且仅当它们是同位角.
解 &: ., 0两角相等, ): ., 0两角是同位角. 命题也符号化为& ↔ ).
但是&和)的真值可以不同, 因为& ↔ )的真值要由&和)的具体情况而定.
再次强调,在数理逻辑中,我们只关心&和)各自的真值以及其联结词.
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语句形式化

¡通常对一些推理问题的描述是用自然语言来表示的, 所以我
们首先需要把自然语句形式化为逻辑语言, 即以符号表示逻
辑公式,然后根据逻辑演算规律进行推理运算.

¡自然语句形式化的过程主要包括两个步骤:
(1)分析出各简单命题,将它们符号化;
(2) 根据自然语句中的逻辑关系, 使用恰当的命题联结词, 把
简单命题逐个联结起来,构成复合命题的符号化表示.

28
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语句形式化

¡在命题形式化时, 若命题包含有多个联结词时, 必须注意逻辑联结词 (运算
符)优先次序的规定.
¡逻辑联结词 (或运算符)的优先级由强到弱依次是:

¬ ∧ ∨ → ↔
¡按优先级书写, 命题中可以省略一些不必要的括号. 为了确保命题的清晰
性,提高可读性,应适当加上括号以避免混淆,括号中的运算为最优先级.

¡同级的联结词,按从左往右的次序运算.
¡例如:
¡ ! → # ∧ $ → .与(! → # ∧ $ ) → .表达相同的逻辑关系;
¡ ! → # ∧ $ → ., (! → #) ∧ $ → ., (! → #) ∧ ($ → .)表达的是互不相同的逻辑关

系.
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语句形式化

¡ 语句形式化要注意以下几点:
¡ 要善于确定简单命题,不要把一个概念硬拆成几个概念.

例 我和他是同学
解 这是一个简单命题.然而“我和他都是学生”是一个复合命题.

¡ 要善于识别自然语言中的联结词 (有时它们被省略).
例 狗急跳墙
解 应理解为“ (若)狗急 (了,则)跳墙”, !:狗急了, ":狗跳墙.上述语句形式化成! → ".

¡ 否定词的位置要放准确.
例 如果你和他不都是傻子,那么你们俩都不会去自讨没趣.
解 !:你是傻子, ":他是傻子, $:你会去自讨没趣, %:他会去自讨没趣.上述语句形式化
为¬(! ∧ ") → (¬$ ∧ ¬%).
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课堂练习

将下列命题符号化并求真值:
¡ 如果今年湖人夺冠,那么说明詹姆斯牛, 或者别的队太菜.
¡ 若4是质数, 则3是偶数且4不是质数.
¡ 下午如果没课, 我们就去看电影, 否则就不去.
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课堂练习

将下列命题符号化并求真值:

¡ 如果今年湖人夺冠,那么说明詹姆斯牛,或者别的队太菜.

解 !:今年湖人夺冠; ":詹姆斯牛; $:别的队菜.

上述语句形式化为: ! → (" ∨ $),真值未知.

¡ 若4是质数,则3是偶数且4不是质数.

解 !: 4是质数; ": 3是偶数.

上述语句形式化为: ! → (" ∧ ¬!), !为假,所以可直接判定蕴涵式为真.

¡ 下午如果没课,我们就去看电影,否则就不去.

解 !:下午有课; ":我们去看电影.

上述语句形式化为: ¬! → " ∧ (! → ¬"),真值未知.

32



1.2命题公式与赋值
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命题公式与赋值

¡ 例 !:雪是黑的.

#:厦门是个美丽的海滨城市.

$: 8 + 2 > 8.

¡这里的简单命题!和#称为命题常项或命题常元, 表示具体确定内容的命题, 有确
定的真值.

¡ $是真值可以变化的简单陈述句, 称为命题变项或命题变元, 表示任意的, 没有赋
予具体内容的命题的抽象. 命题变元不能确定真值, 不是命题.

¡ 用数学来类比的话, 8就是自变量, $就是函数. 不过$的取值只有真假, 而数学中自
变量和函数的取值分别是定义域和值域.
¡ 命题变元在未赋值之前并不能确定真假,就好像在没给定&之前不知道' = )(&)等于多少一样.
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命题公式与赋值

¡真值函数中往往不止一个命题变元 , 就好像多元函数
!(#, %, &).

¡在逻辑演算中, 命题常元和命题变元都使用小写字母(, ), *,
…表示. 其表示的是命题常元或是命题变元, 一般可由上下文
确定,不会发生混淆.

¡在数理逻辑里, 我们所关心的仅仅是命题可以被赋予真或假
的可能性, 以及规定了真值后, 怎样与其他命题发生联系的问
题.
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命题公式
将命题常元和命题变元用联结词和圆括号按一定逻辑关系联结起来的符号串成为
合式公式或命题公式,简称公式.
定义1.6 命题公式的递归定义

(1) 单个的命题变元 (或常元) 是合式公式;
(2) 若<是合式公式, 则(¬<)也是合式公式;
(3) 若<, =是合式公式, 则 (< ∧ =), (< ∨ =), (< → =), (< ↔ =)也是合式公式;
(4) 只有有限次地利用上述(1)-(3)形成的符号串才是合式公式.
¡ (1)是递归定义的基础; (2), (3)是递归定义的归纳 (构造形式) ; (4) 是递归定义的
极小性 (界限).

¡ 使用大写字母符号<, =代表公式.
¡ 在没有产生歧义的情况下,外层括号可以省去.
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命题公式

所有命题公式都是符号串,反之,不是所有的符号串都是命题公式.

例 以下符号串都是命题公式:

(1) & ∧ ) → ¬ ) ∨ 3 ;

(2) 3 ∨ ) ∧ & ↔ ) ∧ & .

例 以下符号串都不是命题公式:

(1) & ∧ ) ∧ 3) → )
(2) (3 → &) ∨
(3) & ∧ )3 → 4
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命题公式

为了讨论公式的真值变化情况,先给出公式层次的定义.

定义1.7

(1)若+是单个的命题变元或常元,则称+为0层公式;

(2)称+是, + 1(, ≥ 0)层公式是指下列诸情况之一:

① + = ¬2, 2是,层公式;

② + = 2 ∧ 3,其中2, 3分别为4层和5层公式, , = max(4, 5);
③ + = 2 ∨ 3,其中2, 3的层次同②;

④ + = 2 → 3 ,其中2, 3的层次同②;

⑤ + = 2 ↔ 3,其中2, 3的层次同②.

例 ¬!® " ∧ $ ∨ %为4层公式; ! ∧ ¬" ∧ $ ∨ % → ! ∨ " ∨ $ 为5层公式.
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赋值

命题公式不是命题, 其真值是不确定的. 仅当将公式中的所有
命题变元用确定的命题代入时, 才得到一个命题. 这个命题的
真值,取决于代入变元的那些命题的真值.
定义 1.8
设($, (%, … , (&是出现在公式,中的全部命题变元, 给($, (%, … ,
(&各指定一个真值, 称为对公式,的一个赋值或解释. 若指定
的一组值使,的值为1, 则称这组值为,的成真赋值. 若使,的值
为0,则称这组值为,的成假赋值.

39

·



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

赋值

含>个命题变元的命题公式的赋值形式有如下规定:

(1) 设<中含的命题变元为!", !#, … , !$, 赋值a"a#…a$ (a!为0或1) 是指"" = a",
"# = a#, … , "$ = a$,即按下标顺序赋值.

(2) 若出现在%中含的命题变元为", &, ' …, 赋值a"a#a%…是指" = a", & = a#, ' =
a%…,即按字典顺序赋值.

例

¡ 在公式 (¬"" ∧ "# ∧ "%) ∨ ("" ∧ ¬"# ∧ "%)中, 011 ( "" = 0, "# = 1, "% = 1 ), 101
( "" = 1, "# = 0, "% = 1 ) 都是成真赋值, 其余的赋值都是成假赋值.

¡ 在公式 (" ∨ ¬&) → '中, 011 ( " = 0, & = 1, ' = 1 ) 为成真赋值, 100 ( " = 1, & =
0, ' = 0 ) 为成假赋值.
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真值表

¡含-(- ≥ 1)个命题变元的公式共有2&个赋值.将公式,在所有
赋值之下取值情况列成表,称为,的真值表.

¡命题公式真值表的构造步骤如下:
(1) 找出公式中所含命题变元,列出所有可能的赋值 (2&个).
(2) 按从低到高的顺序写出公式,的各层次列, ,在最后一列.
(3) 对应各赋值, 计算公式各层次的值, 直到最后计算出公式
的值.
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真值表

42

" & ' " → & ¬ (" → &) ¬ (" → &) ∧ & ¬ (" → &) ∧ & ∧ '
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0

例构造命题公式¬(" → &) ∧ & ∧ '的真值表.



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

真值表

根据公式在各种赋值下的取值情况, 可将命题公式分为3类, 定义如下:
定义 设%为一命题公式,
(1) 若%在它的各种赋值下取值均为真, 则称%为重 (chóng) 言式或永真式;
(2) 若%在它的各种赋值下取值均为假, 则称%为矛盾式或永假式;
(3) 若%不是矛盾式, 则称%为可满足式.
¡重言式是可满足式, 但反之不真.
¡ 用真值表可以判断公式的类型:
¡ 若最后一列全为1, 则公式为重言式, 同时也是可满足式.
¡ 若最后一列全为0, 则公式为矛盾式.
¡ 若最后一列既有1又有0, 则公式为非重言式的可满足式.
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课堂练习

求下列命题公式的真值表,并判断是哪一类公式.
¡ " → & ↔ ¬" ∨ &
¡ ¬& → ¬" ∨ ¬& → ¬"
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课堂练习

45

& ) ¬& & → ) ¬& ∨ ) & → ) ↔ ¬& ∨ )
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1

求下列命题公式的真值表,并判断是哪一类公式.
¡( → ) ↔ ¬( ∨ )
解 根据以下真值表可知,该公式是重言式.
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课堂练习
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& ) ¬& ¬) ¬& ∨ ¬) ¬) → ¬& ∨ ¬) ¬) → ¬& ∨ ¬) → ¬&
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0

求下列命题公式的真值表,并判断是哪一类公式.
¡¬) → ¬( ∨ ¬) → ¬(
解 根据以下真值表可知,该公式是可满足式.



1.3等值演算
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等值演算

¡给定-个命题变元,由递归定义可形成的命题公式是无穷多的.
例 - = 2时, ( → ), (¬( ∨ )), ( → ) ↔ ¬( ∨ ) , …
¡但在这些无穷的公式中,真值不同的命题公式却是有限的.
例 ( ↔ )和(( ∧ )) ∨ (¬( ∧ ¬))虽然“形式”不同, 但它们是真
值相同的命题公式.

¡那么,由-个命题变元组成的真值不同公式有多少个呢?
¡换句话说,有多少个不一样的真值表?
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等值演算

¡一般地, 含有-个命题变元的公式有2&组不同的赋值. 对于每
一组赋值,公式都有一个确定的真值.
例 - = 2时,共有00, 01, 10, 11四种赋值.
¡由于每个赋值有真, 假两种可能,共有2&组不同的赋值.所以,
-个命题变元只能生成2%!个真值不同的公式.

例 - = 2时,共有2%" = 16个真值不同的公式.
¡每个这样的公式对应一个定义域为 0, 1 & , 值域为{0,1}的函
数,称这样的函数为-元真值函数.
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等值演算

50

! " #! #" ## #$ #% #& #' #(
0 ! ∧ " ¬ (! → ") ! ¬ (" → !) " !⨁" ! ∨ "

矛盾式 合取式 - 投影式 - 投影式 异或式 析取式
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
! " #) #* #"! #"" #"# #"$ #"% #"&

! ↓ " ! ↔ " ¬" " → ! ¬! ! → " ! ↑ " 1
或非式 等价式 否定式 蕴涵式 否定式 蕴涵式 与非式 重言式

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

当, = 2时, 2个命题变元只能生成2!+ = 16个真值不同的公式, 即16个真值函数0"(0 ≤ 3 ≤ 15). 
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等值演算

定义1.10
设%, 1为二命题公式, 若等价式% ↔ 1为重言式, 则称公式%和1是等值的, 记为% ⇔ 1.
¡ 用真值表法总可以判定%, 1是否等值. %和1是等值的公式当且仅当%和1真值表完

全相同时.
¡ 等值符号“⇔”与等价联结词“↔”是不同的,区别是:
¡ 符号“⇔”不是命题联结词而是公式间的关系符号. % ⇔ 1是命题, 但不是公式, 而

是表示公式%和公式1有逻辑等价关系. % ⇔ 1的充要条件是%↔ 1为重言式.
¡ 计算机无法判断% ⇔ 1, 然而计算机却可“计算”公式%↔ 1是否为重言式.

¡ 命题逻辑所研究的思维规律, 很多是以等价式给出的. 下面给出一些最基本和最重
要的等值式 (全文背诵), 它们的正确性均可由真值表验证.
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等值演算

1.双重否定律 & ⇔ ¬¬&
2.幂等律 & ⇔ & ∨ &

& ⇔ & ∧ &
3.交换律 & ∨ + ⇔ + ∨ &

& ∧ + ⇔ + ∧ &
4.结合律 & ∨ + ∨ , ⇔ & ∨ + ∨ ,

(& ∧ +) ∧ , ⇔ & ∧ (+ ∧ ,)
5.分配律 & ∨ + ∧ , ⇔ & ∨ + ∧ & ∨ ,

& ∧ (+ ∨ ,) ⇔ (& ∧ +) ∨ (& ∧ ,)
6.德・摩根律 ¬ & ∨ + ⇔ ¬& ∧ ¬+

¬ (& ∧ +) ⇔ ¬& ∨ ¬+
7.吸收律 & ∨ & ∧ + ⇔ &

& ∧ & ∨ + ⇔ &
52

8. 零律    & ∨ 1 ⇔ 1
     & ∧ 0 ⇔ 0
9. 同一律   & ∨ 0 ⇔ &
     & ∧ 1 ⇔ &
10. 排中律   & ∨ ¬& ⇔ 1
11. 矛盾律   & ∧ ¬& ⇔ 0
12. 蕴涵等值式  & → + ⇔ ¬& ∨ +
13. 等价等值式  & ↔ + ⇔	(& → +)	∧ 	(+ → &)	
14. 假言易位   & → + ⇔ ¬+ → ¬&
15. 等价否定等值式 & ↔ + ⇔ ¬& ↔ ¬+
16. 归谬论   (& → +)	∧ 	(& → ¬+) 	⇔ ¬&
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等值演算

¡ 置换规则: 设F(5)是含公式5的命题公式, 6 ⇔ 5, 若用6置换F(5)中的5, 得F(6), 则F(6) ⇔
F(5).

¡ 引入置换规则,我们可将公式变形,扩大重言式和等值式的作用.

例 在演算中出现! → (# → 9),则可用 ¬# ∨ 9置换# → 9,保证! → (# → 9) ⇔ ! → (¬# ∨ 9).
例 验证该等值式: (! → #) → 9 ⇔ (¬# ∧ !) ∨ 9.

解

! → # → 9
⇔ ¬! ∨ # → 9 (蕴涵等值式) 
⇔ ¬ ¬! ∨ # ∨ 9 (蕴涵等值式) 
⇔ ¬¬! ∧ ¬# ∨ 9 (德・摩根律) 

⇔ ! ∧ ¬# ∨ 9 (双重否定律) 

⇔ ¬# ∧ ! ∨ 9 (交换律) 
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等值演算

¡每一个命题公式的表达式是不唯一的, 这种不唯一性使得人
们在进行逻辑推理时可以有千变万化的方式.

¡即对于任何一个公式,, 可根据基本等价公式及置换规则, 在
等值的意义下,对其进行推演,从而得到,的各种等值形式.

¡熟悉这些规律可以使人们的思维正确而敏锐.

¡此外, 正是表达式的不唯一, 才使得命题演算在简化电子线路
和程序设计中成为必不可少的武器.
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等值演算

例 化简程序: if 3 then if 4 then 5 else 6 else if 4 then 5 else 6.

解 按程序设计的良好风格惯例, 将例子重写成

if 3 then if 4 then 5 else 6
else if 4 then 5 else 6

稍做分析后可看出,执行5的条件为

(3 ∧ 4) ∨ (¬3 ∧ 4) ⇔ (3 ∨ ¬3) ∧ 4 ⇔ 4
执行6的条件为:

(3 ∧ ¬4) ∨ (¬3 ∧ ¬4) ⇔ (3 ∨ ¬3) ∧ ¬4 ⇔ ¬4
经等值转换后化简为: If 4 then 5 else 6.
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等值演算

例证明第二吸收律:
+ ∨ (¬+ ∧ 2) ⇔ + ∨ 2

证明

+ ∨ (¬+ ∧ 2)
⇔ (+ ∨ ¬+) ∧ (+ ∨ 2)
⇔ 1 ∧ + ∨ 2
⇔ + ∨ 2

56

例证明第三吸收律: 
+ ∧ 2 ∨ ¬+ ∧ 3 ∨ 2 ∧ 3
⇔ (+ ∧ 2) ∨ (¬+ ∧ 3)

证明

+ ∧ 2 ∨ ¬+ ∧ 3 ∨ 2 ∧ 3
⇔ (+ ∧ 2) ∨ (¬+ ∧ 3) ∨ ((+ ∨ ¬+) ∧ (2 ∧ 3))
⇔ (+ ∧ 2) ∨ (¬+ ∧ 3) ∨ (+ ∧ 2 ∧ 3) ∨ (¬+ ∧ 3 ∧ 2)
⇔ (+ ∧ 2) ∨ (+ ∧ 2 ∧ 3) ∨ (¬+ ∧ 3) ∨ (¬+ ∧ 3 ∧ 2)
⇔ (+ ∧ 2) ∨ (¬+ ∧ 3)	 (吸收律) 
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课堂练习

用等值演算法证明下列公式等值:
" ∧ & ∧ ' ⇔ ¬ & → " ∧ " ∨ " ∧ & ∧ '
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课堂练习

用等值演算法证明下列公式等值:
! ∧ " ∧ $ ⇔ ¬ " → ! ∧ ! ∨ ! ∧ " ∧ $

证明

¬ " → ! ∧ ! ∨ ! ∧ " ∧ $
⇔ ¬ ¬" ∨ ! ∧ ! ∨ ! ∧ " ∧ $ (蕴涵等值式)

⇔ " ∧ ¬! ∧ ! ∨ ! ∧ " ∧ $ (德・摩根律)

⇔ " ∧ (¬! ∧ !) ∨ ! ∧ " ∧ $ (结合律)

⇔ " ∧ 0 ∨ ! ∧ " ∧ $ (矛盾律)

⇔ 0 ∨ ! ∧ " ∧ $ (零律)

⇔ ! ∧ " ∧ $ (同一律)
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1.4联结词完备集
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联结词完备集

¡我们现在只使用了一个一元 (否定) 联结词和四个二元联结
词{¬, ∧, ∨, →, ↔}.

¡我们可以将现有的联结词扩充得更多, 但如果不增加变元个
数, 所有可能的扩充都不会带来实质性的进展, 因为它们都可
以用现有的五个联结词来表示.

¡同一个命题公式可用各种联结词构成无数种不同形式的等值
公式.

¡这五个联结词是必要的吗？仅仅用其中一部分是否足以表示
出所有的真值函数？
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联结词完备集

定义
若任一真值函数都可以用仅含某个联结词集中的联结词的公
式表示, 则称该联结词集为联结词完备集. 对于一个联结词集
来说, 如果集合中的某一联结词可用集合中的其他联结词所定
义,则称该联结词为冗余的联结词.
定义
若一个联结词完备集中不含冗余的联结词, 则称它是极小的联
结词完备集.
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联结词完备集
用等值演算法可消去连结词集中冗余联结词,从而产生新的联结词集.
例 在第一节中,给出的联结词集为{¬,∧,∨,→,↔},由于

% ↔ 1 ⇔ (% → 1) ∧ (1 → %)
从而↔是冗余联结词,得新的联结词集为{¬,∧,∨,→}.又由于

% → 1 ⇔ ¬% ∨ 1
于是→是冗余联结词,得不同的联结词集为{¬,∧,∨}.又有

% ∧ 1 ⇔ ¬¬(% ∧ 1 ) ⇔ ¬(¬% ∨ ¬1)
这就导致∧是{¬,∧,∨}冗余联结词,又得联结词集为{¬,∨}. 而

% ∨ 1 ⇔ ¬¬(% ∨ 1 ) ⇔ ¬(¬% ∧ ¬1)
这又得出∨是{¬,∧,∨}冗余联结词,又得联结词集为{¬,∧}.
可以证明{¬,∨}, {¬,∧}中不含冗余联结词了. 它们都是极小的联结词完备集.

62



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

联结词完备集

例已知{¬,∧}是联结词完备集,证明{¬,→}是联结词完备集.
证明
由于{¬,∧}是联结词完备集, 因而任一真值函数均可仅由含
{¬,∧}中的联结词的命题公式表示.
所以只需证明联结词∧可以用{¬,→}表示即可. 而对于任意公
式,, ;,有

, ∧ ; ⇔ ¬(¬, ∨ ¬;) ⇔ ¬(, → ¬;)
于是, 任一真值函数均可仅由含{¬,→}中的联结词的命题公式
表示,所以{¬,→}也是联结词完备集.
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课堂练习

将公式¬(" ∨ &)↔ '化成下列各联结词完备集中的公式:
(1) {¬,∨} (2) {¬,∧} (3) {¬,→}
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课堂练习

将公式¬(& ∨ ))↔ 3化成下列各联结词完备集中的公式:
(1) {¬,∨}
解

¬ & ∨ ) ↔ 3
⇔ ¬ & ∨ ) → 3 ∧ 3 → ¬ & ∨ ) (等价等值式)

⇔ & ∨ ) ∨ 3 ∧ ¬3 ∨ ¬ & ∨ ) (蕴涵等值式)

⇔ ¬ ¬ & ∨ ) ∨ 3 ∨ ¬ ¬3 ∨ ¬ & ∨ ) (德・摩根律)
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课堂练习

将公式¬(& ∨ ))↔ 3化成下列各联结词完备集中的公式:
(2) {¬,∧}
解

¬ & ∨ ) ↔ 3
⇔ ¬ & ∨ ) → 3 ∧ 3 → ¬ & ∨ ) (等价等值式)

⇔ & ∨ ) ∨ 3 ∧ ¬3 ∨ ¬ & ∨ ) (蕴涵等值式)

⇔ ¬ ¬& ∧ ¬) ∨ 3 ∧ ¬3 ∨ ¬& ∧ ¬) (德・摩根律)
⇔ ¬ ¬& ∧ ¬) ∧ ¬3 ∧ ¬ 3 ∧ ¬ ¬& ∧ ¬) (德・摩根律)
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课堂练习

将公式¬(& ∨ ))↔ 3化成下列各联结词完备集中的公式:
(3) {¬,→}
解

¬ & ∨ ) ↔ 3
⇔ ¬ & ∨ ) → 3 ∧ 3 → ¬ & ∨ ) (等价等值式) 

⇔ ¬ ¬& → ) → 3 ∧ 3 → ¬ ¬& → ) (蕴涵等值式)

⇔ ¬ ¬ ¬ ¬& → ) → 3 ∨ ¬ 3 → ¬ ¬& → ) (德・摩根律)

⇔ ¬ ¬ ¬& → ) → 3 → ¬ 3 → ¬ ¬& → ) (蕴涵等值式)
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1.5范式
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范式

¡给定两个命题公式判断它们是否等值的判定问题总是可解的,
我们已有两种判定方法:真值表法和等值演算法.

¡但当命题变元-的数目较大时,上述两种方法都不太方便.
¡真值表法耗时;
¡等值演算法耗脑.

¡那么有没有一种方法, 能够把所有命题公式都规范化为一种
统一的格式,然后再进行比较呢？这样既不耗时,又不耗脑.
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范式

¡为了解决上述问题,我们引入范式的概念,把命题公式规范 (标准)化.

¡根据标准化,同一真值函数对应的所有命题公式具有相同的标准形式.
这样, 根据命题的形式结构就能判断两命题公式是否等值以及判断公
式的类型. 

¡范式的思想和解方程的思想是类似的. 例如, 解一元二次方程之前都
会将方程规范化为统一的格式: 89% + :9 + ; = 0,然后再套用公式.
¡ 5 + ; # + 6; = 7与; ; + 16 = −18是不同的一元二次方程表达方式, 然而在
规范化后通过比较@, A, B的值易知它们是相等的.

¡范式在线路设计,自动机理论和人工智能方面也有极其重要的作用.
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析取式和合取式

定义 1.11
将命题变元及其否定统称为文字. 仅由有限个文字构成的析取
式称作简单析取式. 仅由有限个文字构成的合取式称作简单合
取式.
例 (, ¬(, ( ∧ ), ¬( ∧ ) ∧ (等都是简单合取式.
(, ¬(, ( ∨ ), ¬( ∨ ) ∨ (等都是简单析取式.

¡1个文字的(, ¬(既是简单合取式,又是简单析取式.
¡为方便起见, 有时用,$, ,%, … , ,'表示=个简单析取式或=个简
单合取式.
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析取式和合取式

¡一个简单合取式为矛盾式当且仅当它同时包含某个命题变元
(及其否定式¬(.
例 ¬( ∧ ) ∧ ( ∧ ¬*
¡一个简单析取式为重言式当且仅当它同时包含某个命题变元
(及其否定式¬( .
例 ¬( ∨ ) ∨ ( ∨ ¬*

72



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

析取范式和合取范式

定义 1.12
(1) 由有限个简单合取式构成的析取式称为析取范式. 具有形式$= ∨
$> ∨ ⋯∨ $? (( ≥ 1),其中$@(1 ≤ - ≤ ()都是简单合取式.
(2) 由有限个简单析取式构成的合取式称为合取范式. 具有形式$= ∧
$> ∧ ⋯∧ $? (( ≥ 1),其中$@(1 ≤ - ≤ ()都是简单析取式.
例 (" ∧ #) ∨ (# ∧ 0), (" ∧ # ∧ ¬0) ∨ (¬" ∧ # ∧ 0) ∨ "都是析取范式.
例 (" ∨ #) ∧ (# ∨ 0), (" ∨ # ∨ ¬0) ∧ (¬" ∨ # ∨ 0) ∧ "都是合取范式.
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析取范式和合取范式

¡任意简单合取式既是析取范式又是合取范式.
例 . = & ∧ ) ∧ ¬3既是析取范式 (仅含一个简单合取式& ∧ ) ∧ ¬3), 又
是合取范式 (含3个简单析取式&, ), ¬3 ).
¡同理,任意简单析取式既是析取范式又是合取范式.
¡一个析取范式为矛盾式当且仅当它的每个简单合取式都是矛盾式.
例 . = (& ∧ ¬&) ∨ (& ∧ ) ∧ ¬))
¡一个合取范式为重言式当且仅当它的每个简单析取式都是重言式.
例 . = (¬& ∨ &) ∧ (& ∨ ) ∨ ¬))
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析取范式和合取范式

定理 1.2 (范式存在定理)
任一命题公式都存在与之等值的析取范式和合取范式.
将任意命题公式转化为析取范式或合取范式可分为以下3步:
(1)消除公式中对{¬,∧,∨}来说冗余的联结词“→”和“↔”.
例% → 1 ⇔ ¬% ∨ 1 (蕴涵等值式)
% ↔ 1 ⇔ (¬% ∨ 1) ∧ (¬1 ∨ %) (等价等值式&蕴涵等值式)

(2) 将“¬”向内深入到变元前面并消去多余的“¬”.
例¬¬% ⇔ % (双重否定律)
¬ % ∧ 1 ⇔ ¬% ∨ ¬1 (德・摩根律)
¬(% ∨ 1) ⇔ ¬% ∧ ¬1 (德・摩根律)
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析取范式和合取范式

(3)使用分配律将公式变为所需的范式.
例 用“∧”对“∨”的分配律
( ∨ ) ∧ * ⇔ ( ∧ * ∨ () ∧ *)

例 用“∨”对“∧”的分配律
( ∧ ¬) ∧ * ∨ ( ⇔ ( ∨ ( ∧ (¬) ∨ () ∧ (* ∨ ()

¡利用以上3个步骤, 一定能求出公式的析取范式或合取范式,
但形式可能是多样的, 即公式的析取范式或合取范式是不惟
一的.
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析取范式和合取范式

例 求 ¬( → ) ∧ (( → *)的析取范式.
解 ¬( → ) ∧ (( → *)
⇔ ¬¬( ∨ ) ∧ ¬( ∨ * (蕴涵等值式)
⇔ ( ∨ ) ∧ (¬( ∨ *) (双重否定律)
⇔ ( ∧ ¬( ∨ ) ∧ ¬( ∨ ( ∧ * ∨ ) ∧ * (分配律)
⇔ ) ∧ ¬( ∨ ( ∧ * ∨ () ∧ *) (矛盾律)

¡最后两行都是原式的析取范式, 可见公式的析取范式的不惟
一性.
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课堂练习

求下列公式的合取范式和析取范式.
(1) " ∨ # → 0 → " (2) # → " → 0
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课堂练习

求下列公式的合取范式和析取范式.
(1) " ∨ & → ' → "
解合取范式:

⇔ ¬ ¬ " ∨ & ∨ ' ∨ " (蕴涵等值式x2)
⇔ " ∨ & ∧ ¬' ∨ " (德・摩根律)
⇔ " ∨ & ∨ " ∧ (¬' ∨ ") (分配律)

析取范式:
⇔ ¬ ¬ " ∨ & ∨ ' ∨ " (蕴涵等值式x2)
⇔ " ∨ & ∧ ¬' ∨ " (德・摩根律)
⇔ " ∧ ¬' ∨ (& ∧ ¬') ∨ " (分配律)
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课堂练习

求下列公式的合取范式和析取范式.
(2) ) → ( → *
解

⇔ ¬) ∨ ¬( ∨ * (蕴涵等值式x2)
⇔ ¬) ∨ ¬( ∨ * (交换律)

最终得到了一个简单析取式,其又是合取范式,又是析取范式.
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极小项与主析取范式

¡我们得到了规范化的公式,但是我们的目的达到了吗?
¡并没有! 我们最终目的是寻找相互等值的命题公式的标准形
式. 然而, 范式的不唯一不能帮助我们达到目的, 为此进一步
介绍主范式的概念.

¡通过极小项这个概念, 我们可以得到每个公式唯一的范式, 称
为主析取范式.
¡首先将简单合取式标准化, 称之为极小项. 再求公式的以极
小项为简单合取式的析取范式,称之为主析取范式.
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极小项

定义 1.13

在含有<个文字的简单合取式中, 若每个命题变元和其否定式不同时存
在, 而二者必有且仅有一个出现, 且第=个文字 (按字典序或下标序) 出
现在从左算起的第=位上,这样的简单合取式称为极小项.

¡极小项是含有<个文字的特殊简单合取式.

¡每个命题变元或以原形或以否定形式出现且仅出现一次, 因而<个命
题变元共可产生2=个不同的极小项.

例 当< = 3时, & ∧ ), ¬) ∧ 3不是极小项, ¬& ∧ ¬) ∧ 3, ¬& ∧ ) ∧ ¬3是极
小项.
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极小项

¡将命题变元的原形对应1, 否定形对应0, 则每个极小项对应一
个二进制数,该数是这个极小项的成真赋值.

例极小项¬( ∧ ¬) ∧ *对应001,极小项( ∧ ) ∧ ¬*对应110.

¡同时,每个二进制数也对应一个十进制数,这2&个极小项分别
记作>(, >$, … ,>) , … ,>%!*$(0 ≤ @ ≤ 2& −1).
例极小项¬( ∧ ¬) ∧ *可以写为>$,极小项( ∧ ) ∧ ¬*可以写为
>+.
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极小项

84

极小项 二进制数 十进制数 对应符号
¬" ∧ ¬& ∧ ¬' 000 0 C4
¬" ∧ ¬& ∧ ' 001 1 C"
¬" ∧ & ∧ ¬' 010 2 C#
¬" ∧ & ∧ ' 011 3 C%
" ∧ ¬& ∧ ¬' 100 4 C5
" ∧ ¬& ∧ ' 101 5 C6
" ∧ & ∧ ¬' 110 6 C7
" ∧ & ∧ ' 111 7 C8

¡(, ), *三个命题变元生成8个极小项:
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主析取范式

定义1.14
设命题公式.中含有<个命题变元, 若.的析取范式中的简单合取式全是
极小项,则称该析取范式为.的主析取范式.
¡由定理1.2 (范式存在定理) 可知, 任何命题公式的主析取范式都是存
在的, 只要将析取范式中不是极小项的简单合取式化成极小项就可以
得到主析取范式.

¡现在, 我们只需要通过判断两个公式的主析取范式中的极小项是否一
致,就可以判断两个公式是否等值.
例 ) ∧ ¬& ∨ & ∧ ) ∧ 3 是析取范式,但是不是主析取范式.可转化为主
析取范式 ¬& ∧ ) ∧ ¬3 ∨ ¬& ∧ ) ∧ 3 ∨ & ∧ ) ∧ 3 .
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主析取范式

定理1.3 (主析取范式存在惟一定理)
任何命题公式的主析取范式都是存在的,并且是惟一的.
证明

首先证明存在性, 设%为任一命题公式.
(1) 转化:由定理1.2可知,存在与%等值的析取范式%’.
(2) 展开: 若%’的某个简单合取式%!中既不含命题变元"9, 又不含其否定式¬"9, 则
将%!展开成如下形式:

%! ⇔ %! ∧ 1 ⇔ %! ∧ "9 ∨ ¬"9 ⇔ %! ∧ "9 ∨ %! ∧ ¬"9
(3) 消去: 将重复出现的命题变元,矛盾式及重复出现的极小项都“消去”.
(4) 排序: 将极小项按下标由小到大的顺序排列得主析取范式%′′, 于是% ⇔ %′′.
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主析取范式

然后证明唯一性.
¡若命题公式.存在两个不同的主析取范式0和?, 则 0 ⇔ ., ? ⇔ .. 由
传递性, 0 ⇔ ?.

¡由于0和?是.的不同的主析取范式, 必存在某一极小项@>只出现在0
中或只出现在?中.

¡不妨设它只出现在?中,而不出现在0中.
¡@>在?中, 所以=的二进制表示是?的成真赋值. @>不在0中, 所以=的二
进制表示是0的成假赋值,这与0 ⇔ ?矛盾.

¡因此, .的主析取范式是惟一的.
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主析取范式

例求 ¬" → & ∧ (" → ')的主析取范式.

解由上例可知, & ∧ ¬" ∨ " ∧ ' ∨ (& ∧ ')为该公式的一个析取范式, 它含3个简单
合取式, 每个简单合取式都不是极小项, 因而都应化成极小项:

¡ & ∧ ¬" ⇔ ¬" ∧ & ∧ ¬' ∨ ¬" ∧ & ∧ '
¡ " ∧ ' ⇔ " ∧ ¬& ∧ ' ∨ " ∧ & ∧ '
¡ & ∧ ' ⇔ ¬" ∧ & ∧ ' ∨ " ∧ & ∧ '
将以上结果代入析取范式中就可得到主析取范式:

¬" ∧ & ∧ ¬' ∨ ¬" ∧ & ∧ ' ∨ " ∧ ¬& ∧ '
∨ " ∧ & ∧ ' ∨ ¬" ∧ & ∧ ' ∨ " ∧ & ∧ '

⇔ C# ∨ C% ∨ C6 ∨ C8 ∨ C% ∨ C8 ⇔ C# ∨ C% ∨ C6 ∨ C8 ⇔ ∑(2,3,5,7)
88

(简单记法)
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主析取范式与真值表
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: ; < : ∨ ; : ∨ ; ∧ < 成真极小项
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 =!
1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 ="
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 =#

若公式+中含,(, ≥ 1)个命题变元, +的主析取范式中含%(0 ≤ % ≤ 20)个极小项, 则+有%个
成真赋值,它们是所含极小项的角标的二进制表示.其余20 − %个真值赋值都是成假赋值.
例 ! ∨ " ∧ $ ⇔ ¬! ∧ " ∧ $ ∨ ! ∧ ¬" ∧ $ ∨ ! ∧ " ∧ $

⇔ D1 ∨ D2 ∨ D3 ⇔ ∑(3, 5, 7)
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主析取范式

¡ 我们最初的目标终于通过主析取范式达到了,可以形式化地判断两个命题公式是否等值.

¡ + ⇔ 2当且仅当+与2有相同的主析取范式.
例判断下列公式是否等值

(1) ! → " → $
(2) ! ∧ " → $
(3)! → (" → $)

解 ! → " → $ ⇔ ∑(1,3,4,5,7)
! ∧ " → $ ⇔ ∑(0,1,2,3,4,5,7)
! → (" → $) ⇔ ∑(0,1,2,3,4,5,7)
由此可知, (2)与(3)等值, 而(1)与它们不等值.
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主析取范式

主析取范式可以用于判断公式的类型. 设,是含-个命题变元
的公式:
¡,为重言式当且仅当,的主析取范式中应含全部2&个极小项.
¡,为矛盾式当且仅当,的主析取范式中不含任何极小项, 此时
记,的主析取范式为0.

¡,为可满足式当且仅当,的主析取范式中至少含一个极小项.
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主析取范式
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(1)  ¬(# → !) ∧ ! ∧ 9
解  ⇔ ¬(¬# ∨ !) ∧ ! ∧ 9

 ⇔ # ∧ ¬! ∧ ! ∧ 9	
 ⇔ 0	

  所以它为矛盾式. 

(2) ¬ ¬!	®	# ↔ ¬! ∧ ¬#
解  ⇔ ¬(! ∨ #)↔ ¬! ∧ ¬#
  ⇔ ¬! ∧ ¬#↔ ¬! ∧ ¬#
  ⇔ ¬! ∧ ¬# → ¬! ∧ ¬#
  ⇔ ¬ ¬! ∧ ¬# ∨ ¬! ∧ ¬#
  ⇔ ! ∨ # ∨ ¬! ∧ ¬#
  ⇔ ! ∧ ¬# ∨ ! ∧ # ∨ ¬! ∧ # ∨ ! ∧ # ∨ ¬! ∧ ¬#
  ⇔@! ∨ @# ∨ @$ ∨ @# ∨ @% ⇔@% ∨ @$ ∨ @! ∨ @# ⇔ ∑ 	(0, 1, 2, 3)
  此公式的主析取范式包含全部2! = 4个极小项, 所以是重言式. 

例求下列各命题公式的主析取范式,并判断其类型.
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主析取范式

例某科研所有3名青年高级工程师A, B, C.所里要选派它他们中的1到2人出国进修,由于所
里工作的需要选派时必须满足以下条件:

(1)若A去,则C也要去. (2)若B去,则C不能去. (3)若C不去,则A或B要去.

问所里应如何选派他们？

解 !:派A去, ":派B去, $:派C去.

根据所要满足的条件,得命题公式,我们想求其的成真赋值.因此,先求其主析取范式:
(! → $) ∧ (" → ¬$) ∧ (¬$ → (! ∨ "))

⇔ ¬! ∨ $ ∧ ¬" ∨ ¬$ ∧ $ ∨ ! ∨ "
⇔ ⋯ ⇔ D445 ∨ D454 ∨ D545 ⇔D5 ∨ D6 ∨ D2 ⇔ ∑(1,2,5)

因而有3种选派方案: (1) 001: C去,而A, B都不去; (2) 010: B去, A, C都不去; (3) 101: A, C都
去,而B不去.
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课堂练习

求下列公式的主析取范式.

(1) " ∨ & → ' → " (2) ¬& ∨ " → '
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课堂练习

求下列公式的主析取范式.
(1) & ∨ ) → 3 → &
解 从上例可知其析取范式为:
⇔ & ∧ ¬3 ∨ ) ∧ ¬3 ∨ &
⇔ & ∧ ¬) ∧ ¬3 ∨ & ∧ ) ∧ ¬3

∨ ¬& ∧ ) ∧ ¬3 ∨ & ∧ ) ∧ ¬3
∨ & ∧ ¬) ∧ ¬3 ∨ & ∧ ¬) ∧ 3 ∨ & ∧ ) ∧ ¬3 ∨ & ∧ ) ∧ 3

⇔ @$EE ∨ @$$E ∨ @E$E ∨ @$$E ∨ @$EE ∨ @$E$ ∨ @$$E ∨ @$$$
⇔@F ∨ @G ∨ @% ∨ @G ∨ @F ∨ @H ∨ @G ∨ @I
⇔@% ∨ @F ∨ @H ∨ @G ∨ @I ⇔ ∑(2,4,5,6,7)
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求下列公式的主析取范式.
(2) ¬. ∨ + → 4
解从上例可知其析取范式为:
⇔ ¬. ∨ ¬+ ∨ 4
⇔ ¬+ ∧ ¬. ∧ ¬4 ∨ ¬+ ∧ ¬. ∧ 4 ∨ + ∧ ¬. ∧ ¬4 ∨ + ∧ ¬. ∧ 4
∨ ¬+ ∧ ¬. ∧ ¬4 ∨ ¬+ ∧ ¬. ∧ 4 ∨ ¬+ ∧ . ∧ ¬4 ∨ ¬+ ∧ . ∧ 4
∨ ¬+ ∧ ¬. ∧ 4 ∨ ¬+ ∧ . ∧ 4 ∨ + ∧ ¬. ∧ 4 ∨ + ∧ . ∧ 4

⇔ 6### ∨ 6##$ ∨ 6$## ∨ 6$#$
∨ 6### ∨ 6##$ ∨ 6#$# ∨ 6#$$
∨ 6##$ ∨ 6#$$ ∨ 6$#$ ∨ 6$$$

⇔6# ∨ 6$ ∨ 6% ∨ 6& ∨ 6# ∨ 6$ ∨ 6' ∨ 6( ∨ 6$ ∨ 6( ∨ 6& ∨ 6)
⇔6# ∨ 6$ ∨ 6' ∨ 6( ∨ 6% ∨ 6& ∨ 6) ⇔ ∑(0,1,2,3,4,5,7)

课堂练习

96

唯一的成假赋值就是110, 
其他所有都是成真赋值
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主合取范式

有析取式与合取式, 所以有析取范式, 就有合取范式, 所以有主析取范式, 就有主合
取范式. 主合取范式的定义可以看做是主析取范式的镜像.
定义 1.15
在含有J个文字的简单析取式中, 若每个命题变元和其否定式不同时存在, 而二者
必有且仅有一个出现, 且第K个文字 (按字典序或下标序) 出现在从左算起的第K位
上,这样的简单析取式称为极大项.
¡ 与极小项的区别为:极小项是简单合取式, 而极大项是简单析取式.
¡ 将命题变元的原形对应0, 否定形对应1, (与极小项的对应相反), 则每个极大项对

应一个二进制数,该数是这个极大项的成假赋值 (极小项是成真赋值).
¡ 同时每个二进制数也对应一个十进制数. 这 2$ 个极大项分别记作 L4, L",
… ,L!, … ,L#!>"(0 ≤ K ≤ 2$ − 1).
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极小项
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极小项 极大项 二进制数 十进制数 极小项对应符号 极大项对应符号

¬: ∧ ¬; ∧ ¬< : ∨ ; ∨ < 000 0 =$ ?$

¬: ∧ ¬; ∧ < : ∨ ; ∨ ¬< 001 1 =% ?%

¬: ∧ ; ∧ ¬< : ∨ ¬; ∨ < 010 2 =& ?&

¬: ∧ ; ∧ < : ∨ ¬; ∨ ¬< 011 3 =! ?!

: ∧ ¬; ∧ ¬< ¬: ∨ ; ∨ < 100 4 =' ?'

: ∧ ¬; ∧ < ¬: ∨ ; ∨ ¬< 101 5 =" ?"

: ∧ ; ∧ ¬< ¬: ∨ ¬; ∨ < 110 6 =( ?(

: ∧ ; ∧ < ¬: ∨ ¬; ∨ ¬< 111 7 =# ?#

¡(, ), *三个命题变元生成8个极小项和8个极大项:
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主合取范式

定义1.16
设命题公式%中含有J个命题变元, 若%的合取范式中的简单析取式全是极大项, 则
称该析取范式为%的主合取范式.
¡ 与主析取范式一样, 任何命题公式的主合取范式都是存在的,并且是惟一的.
¡ 计算主合取范式的步骤也与主析取范式类似:

(1) 转化:由定理1.2可知,存在与5等值的合取范式5’.
(2) 展开:若5’的某个简单析取式5"中既不含命题变元!&,又不含其否定式¬!&,则将5"展开成如下
形式:

5" ⇔ 5" ∨ 0 ⇔ 5" ∨ !& ∧ ¬!& ⇔ 5" ∨ !& ∧ 5" ∨ ¬!&
(3) 消去:将重复出现的命题变元,矛盾式及重复出现的极大项都“消去”.
(4) 排序:将极大项按下标由小到大的顺序排列得主析取范式5′′,于是5 ⇔ 5′′.

99

两边用析取式分
别插入"!与¬"!
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主合取范式

例求¬(" ∧ &) → '的主合取范式.

解先转化为合取范式:

⇔ " ∧ & ∨ '⇔ " ∨ ' ∧ (& ∨ ')
再将每个简单析取式化成极大项:

" ∨ ' ⇔ " ∨ & ∨ ' ∧ " ∨ ¬& ∨ '
& ∨ ' ⇔ " ∨ & ∨ ' ∧ ¬" ∨ & ∨ '
代入合取范式得到主合取范式:

" ∨ & ∨ ' ∧ " ∨ ¬& ∨ ' ∧ " ∨ & ∨ ' ∧ ¬" ∨ & ∨ '
⇔ L4∧ L# ∧ L4 ∧ L5 ⇔L4 ∧ L# ∧ L5 ⇔ ∏ 0,2,4 (简单记法)
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主析取范式与主合取范式

¡ 当你求出了命题公式%的主析取范式, 也就求出了命题公式%的主合取范式, 反之
亦然.

¡ 设公式%含有J个命题变元, %的主析取范式中含O个极小项, 则%有O个成真赋值,
有2$ − O个成假赋值, 它们对应%的2$ − O个极大项.

¡ 若%的主析取范式中有极小项C!, 则%的主合取范式中一定不含有极大项L!, 反之
亦然.

例已知%中含3个命题变元", &, ', 且它的主析取范式为
% ⇔ C4 ∨ C% ∨ C7 ∨ C8 ⇔ ∑(0,3,6,7)

则%的成真赋值为000, 011, 110, 111,易知成假赋值为001, 010, 100, 101,对应的极大
项为L", L#, L5, L6. 于是, %的主合取范式为

% ⇔ L" ∧ L# ∧ L5 ∧ L6 ⇔ ∏(1, 2, 4, 5)
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例
( ∨ ) ∧ *

⇔ ¬( ∧ ) ∧ * ∨ ( ∧ ¬) ∧ * ∨ ( ∧ ) ∧ *
⇔ >, ∨ >- ∨ >. ⇔ ∑(3, 5, 7)
⇔ ( ∨ ) ∨ * ∧ ( ∨ ) ∨ ¬* ∧ ( ∨ ¬) ∨ *
∧ ¬( ∨ ) ∨ * ∧ ¬( ∨ ¬) ∨ *

⇔ F( ∧ F$ ∧ F% ∧ F/ ∧ F+ ⇔ ∏(0,1,2,4,6)

主析取范式与主合取范式

102

主析取范式中没有000, 说明其
是成假赋值, 那么必然在主合取
范式中以 " ∨ & ∨ ' 形式出现
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主析取范式与主合取范式
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! # 9 ! ∨ # ! ∨ # ∧ 9 成真极小项 成假极大项
0 0 0 0 0 L%
0 0 1 0 0 L$
0 1 0 1 0 L!
0 1 1 1 1 @#
1 0 0 1 0 L'
1 0 1 1 1 @(
1 1 0 1 0 L)
1 1 1 1 1 @*

例 ( ∨ ) ∧ * ⇔ >, ∨ >- ∨ >. ⇔ ∑ 3, 5, 7
⇔ F( ∧ F$ ∧ F% ∧ F/ ∧ F+ ⇔ ∏(0,1,2,3,6)
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课堂练习

求下列公式的主合取范式.

(1) ' ∧ " ∨ & → ' (2) ¬ ' → " ∨ ' → &
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课堂练习

求下列公式的主合取范式.

(1) 3 ∧ & ∨ ) → 3
解 求合取范式过程略.

⇔ 3 ∧ ¬& ∨ 3 ∧ ¬) ∨ 3
⇔ & ∨ ) ∨ 3 ∧ ¬& ∨ ) ∨ 3 ∧ & ∨ ¬) ∨ 3 ∧ ¬& ∨ ¬) ∨ 3
∧ ¬& ∨ ) ∨ 3 ∧ ¬& ∨ ¬) ∨ 3

∧ & ∨ ¬) ∨ 3 ∧ ¬& ∨ ¬) ∨ 3
⇔ FEEE ∧ F$EE ∧ FE$E ∧ F$$E ∧ F$EE ∧ F$$E ∧ FE$E ∧ F$$E
⇔FE ∧ FF ∧ F% ∧ FG ∧ FF ∧ FG ∧ F% ∧ FG
⇔FE ∧ F% ∧ FF ∧ FG ⇔ ∏(0,2,4,6)
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课堂练习

求下列公式的主合取范式.

(2) ¬ * → ( ∨ * → )
解 求合取范式过程略.

⇔ ¬( ∧ ¬) ∧ *
发现其形式为只有一个极小项的主析取范式, 可通过其主析
取范式来得到主合取范式. 

⇔>(($ ⇔>$ ⇔ ∑ 1
⇔ ∏(0,2,3,4,5,6,7)
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1.6命题逻辑的推理理论
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推理理论

¡数理逻辑的主要任务是借助数学方法来研究推理的逻辑.
¡推理是由前提推出结论的思维过程.
¡前提就是推理所根据的已知的命题公式;
¡结论则是从前提通过推理而得到的新命题公式;
¡任何一个推理都由前提和结论组成.

¡在任何推理中, 如果所用到的前提都是真命题, 而且从前提出发推出结论的
推理过程是严格遵守推理规则进行的, 则推出的结论也是真的, 称这样的结
论为合法的结论.数学中所证定理的结论都是合法的结论.

¡但在数理逻辑中, 主要着重于推理规则的研究, 不要求前提和结论一定是真
命题,称这样的结论为有效的结论.
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推理理论

在数理逻辑中,从前提%", %#, … , %F推出结论1的严格定义如下:
定义 1.20
称蕴涵式(%" ∧ %# ∧ ⋯∧ %F) → 1为推理的形式结构, %", %#, … , %F为推理的前提, 1
为推理的结论. 若(%" ∧ %# ∧ ⋯∧ %F) → 1为重言式, 则称从前提%", %#, … , %F推出结
论1的推理正确, 1是%", %#, … , %F的逻辑结论或有效的结论. 否则称推理不正确.
¡ 与用“% ⇔ 1”表示“%↔ 1”为重言式类似, 用“% ⇒ 1”表示“% → 1”是重言式,读作

“%推出1”.
¡ “⇒”和等值符号“⇔”一样也不是连结词符, 只是用来表示重言蕴涵式的一种方法.
¡ 因而, 若从前提%", %#, … , %F推出结论1的推理正确, 也记作:

%" ∧ %# ∧ ⋯∧ %F ⇒ 1
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推理理论

¡首先, 我们需要对需要进行推理的语句进行命题符号化, 并确
定前提与结论,再判断推理是否正确.

¡由定义可知, 在数理逻辑中, 判断推理是否正确的方法就是判
断重言蕴涵式的方法.

¡由以上各节可知,判断推理是否正确的方法可用以下3种:
(1)真值表示法;
(2)等值演算法;
(3)主范式法.
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推理理论

例判断该推理是否正确.
若3 + 3 ≠ 6,则地球是静止不动的. 3 + 3 ≠ 6.所以地球是静止不动的.

解设!: 3 + 3 ≠ 6; ":地球是静止不动的.
前提: ! → ", !.
结论: ".
推理的形式结构:

! → " ∧ ! → "
使用等值演算法 (过程略) : 

⇔ ¬" ∨ ¬! ∨ " ⇔ 1
可见其为重言式, 因此推理正确. 此例中!, "的真值都是假, 但是推理是正确的. 数理逻

辑只关心推理的规则.
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推理理论

例判断该推理是否正确.
若下午没课,他则必打王者荣耀.若他打王者荣耀,则他就不陪女朋友了.所以,若下午没
课,他就不陪女朋友了.

解设!:下午有课; ":他打王者; $:他陪女朋友.
前提:¬! → ", " → ¬$.
结论:¬! → ¬$.
推理的形式结构:

(¬! → ") ∧ " → ¬$ → (¬! → ¬$)
使用主析取范式法 (过程略) :

⇔D4 ∨ D5 ∨ D6 ∨ D1 ∨ D7 ∨ D2 ∨ D8 ∨ D3

可见其为重言式,因此推理正确.
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推理理论

例判断该推理是否正确.
若下午没课,他则必打王者荣耀.若他打王者荣耀,则他就不陪女朋友了.所以,若他不陪
女朋友,则下午没课.

解设!:下午有课; ":他打王者; $:他陪女朋友.
前提:¬! → ", " → ¬$.
结论: ¬$ → ¬!.
推理的形式结构:

(¬! → ") ∧ " → ¬$ → (¬$ → ¬!)
使用主析取范式法 (过程略) :

⇔D4 ∨ D5 ∨ D1 ∨ D2 ∨ D8 ∨ D3

可见其只是可满足式,不是重言式,因此推理不正确.
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课堂练习

构造该推理的形式结构:
如果只有钢铁侠在地球,美国队长不在,那么就打不赢灭霸. 结局一定是打赢灭霸或
者宇宙一半的生命变成了灰.钢铁侠在地球.宇宙一半的生命没有变成灰. 因此美国
队长在地球.
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课堂练习

构造该推理的形式结构:
如果只有钢铁侠在地球, 美国队长不在, 那么就打不赢灭霸. 结局一定是打赢
灭霸或者宇宙一半的生命变成了灰. 钢铁侠在地球. 宇宙一半的生命没有变
成灰.因此美国队长在地球.
解 +: 钢铁侠在地球, .: 美国队长在地球, 4: 打赢灭霸, =: 宇宙一半的生命变
成了灰.
前提: + ∧ ¬. → ¬4, 4 ∨ =, +, ¬=.
结论: ..
推理的形式结构:

+ ∧ ¬. → ¬4)∧(4 ∨ = ∧ +∧¬= → .
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构造证明

¡当前提和结论都是比较复杂的命题公式或者所包含的命题变元
很多时, 直接按定义进行推导的真值表法, 等值演算法, 主范式法
将是很困难的,需要寻求更有效的推理方法.
定义
一个描述推理过程的命题公式序列, 其中每个命题公式或者是已
知的前提, 或者是由某些前提应用推理规则得到的结论, 序列中最
后一个命题就是所要求的结论,这样的命题序列称为形式证明.
¡构造一个推理的形式证明通常需要使用推理规则. 推理规则是在
推理中建立在某些推理定律基础上的.
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推理定律

重要的推理定律有以下8条 (全文背诵) :
(1)+ ⇒ (+ ∨ 2), 2 ⇒ (+ ∨ 2) 附加

(2)+ ∧ 2 ⇒ +, + ∧ 2 ⇒ 2 化简
(3)(+ → 2) ∧ + ⇒ 2 假言推理

(4)(+ → 2) ∧ ¬2 ⇒ ¬ + 拒取式

(5)(+ ∨ 2) ∧ ¬2 ⇒ + 析取三段论
(6)(+ → 2) ∧ (2 → 3) ⇒ + → 3 假言三段论

(7)(+↔ 2) ∧ (2↔ 3) ⇒ +↔ 3 等价三段论

(8)(+ → 2) ∧ (3 → N) ∧ (+ ∨ 3) ⇒ (2 ∨ N) 构造性二难
除以上8条之外, 16条等值式的每个均产生两个推理定律 (“左⇔右”可得“左⇒右”和“右⇒
左”)
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推理规则

证明中常用的11条推理规则:
(1) 前提引入规则: 在证明的任何步骤上都可以引用前提.
(2) 结论引用规则: 在证明的任何步骤上所得到的结论都可以在后续的证明中引用.
(3) 置换规则: 在证明的任何步骤上, 命题公式的子公式都可以用与之等价的其它命
题公式置换.
由8条推理规律和推理规则(2), 可导出以下推理规则:
(4) 假言推理规则: 若证明的公式序列中已出现过% → 1和%, 由假言推理定律可知,
1是% → 1和%的逻辑结论,由推理规则(2), 可引入1.
(5) 附加规则: 若证明的公式序列中已出现过%, 由附加律可知, % ∨ 1是%的逻辑结
论,由推理规则2, 可引入% ∨ 1.
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推理规则

(6) 化简规则: 若证明的公式序列中已出现过+ ∧ 2, 由化简律可知, +, 2都是+ ∧ 2的逻辑结
论,可引入+或2.

(7)拒取式规则:若证明的公式序列中已出现过+ → 2和¬2,则可引入¬+.

(8)假言三段论规则:若证明的公式序列中已出现过+ → 2和2 → 3,则可引入+ → 3.

(9)析取三段论规则:若证明的公式序列中已出现过+ ∨ 2和¬2,则可引入+.

(10)构造性二难规则:若证明的公式序列中已出现过+ → 2, 3 → N, + ∨ 3,则可引入2 ∨ N.

(11)合取引入规则:若证明的公式序列中已出现过+和2,则可引入+ ∧ 2.

¡ 推理的形式结构中+5, +6, … , +9为前提, 结论为2. 若能用以上推理规则, 构造出证明序列,
序列的最后公式为2 ,则说明此推理正确, 2是+5, +6, … , +9的逻辑结论.
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推理规则

例构造下面推理的证明.

前提: ! → 9, # → M, ! ∨ #.结论: 9 ∨ M.

证明

(1) ! → 9 前提引入

(2)¬9 → ¬! (1),假言易位

(3) ! ∨ # 前提引入

(4) ¬! → # (3),蕴涵等值式

(5) ¬9 → # (2), (4),假言三段论

(6) # → M 前提引入

(7)¬9 → M (5), (6),假言三段论

(8) 9 ∨ M (7),蕴涵等值式
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推理规则

121

(1) ¬%     前提引入

 (2) $ → %    前提引入

 (3) ¬$     (1),  (2) 拒取式
 (4) ! ∨ " → $   前提引入

 (5) ¬(! ∨ ")   (3),  (4)拒取式

 (6) ¬! ∧ ¬"   (5)德・摩根律

 (7) ¬"     (6)化简

结论是有效结论. 

例若水系克火系或者电系克水系,则水箭龟可以击败喷火龙.若水箭龟可以击败喷火龙,则
皮卡丘可以击败水箭龟.皮卡丘不能击败水箭龟.所以电系不克水系.
解首先找出简单命题并符号化:
!:水系克火系; ":电系克水系;
$:水箭龟可以击败喷火龙; %:皮卡丘可以击败水箭龟.
前提: ! ∨ " → $, $ → %, ¬%;结论: ¬".
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推理规则
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(1) O ∧ ¬'   前提引入

(2) ¬'     (1) 化简

(3) ¬' → ¬&   前提引入

(4) ¬&   (2),  (3)假言推理

(5) " → &   前提引入

(6) ¬"   (4),  (5)拒取式. 

结论: ¬", 我这赛季不是王者. 

例若我这赛季是王者, 则我是真的很牛. 若我没有女朋友, 则我是真的很不牛. 我上
赛季是白银并且我没有女朋友.试给出结论.
解首先找出简单命题并符号化:
": 我这赛季是王者; &: 我很牛;
': 我有女朋友; O: 我上赛季是白银.
前提: " → &, ¬' → ¬&, O ∧ ¬'.
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课堂练习
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构造该推理的证明

如果只有钢铁侠在地球,美国队长不在,那么就打不赢灭霸. 结局一定是打赢灭霸或
者宇宙一半的生命变成了灰.钢铁侠在地球.宇宙一半的生命没有变成灰. 因此美国
队长在地球.
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课堂练习
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(1) $ ∨ %    前提引入

(2) ¬%     前提引入

(3) $     (1),  (2) 析取三段论
(4) ! ∧ ¬" → ¬$  前提引入

(5) ¬ ! ∧ ¬"    (3),  (4)拒取式

(6) ¬! ∨ "    (5)德・摩根律

(7) !     前提引入

(8) "     (6), (7)析取三段论

结论是有效结论. 

构造该推理的证明

如果只有钢铁侠在地球, 美国队长不在, 那么就打不赢灭霸. 结局一定是打赢灭霸或者宇宙
一半的生命变成了灰.钢铁侠在地球.宇宙一半的生命没有变成灰.因此美国队长在地球.
解前提: ! ∧ ¬" → ¬$, $ ∨ %, !, ¬%.
结论: ".
证明:
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附加前提规则

附加前提规则: 如果一个推理的结论是蕴涵式, 可将该蕴涵式的前件作为一个新的前提, 称
为附加前提,后件作为新的结论.

+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0 → (+ → 2)
⇔ (+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0 ∧ +) → 2

证明
(+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0) → (+ → 2)

⇔ ¬(+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0) ∨ (¬+ ∨ 2) (蕴涵等值式)

⇔ (¬(+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0) ∨ ¬+) ∨ 2 (结合律)

⇔ ¬(+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0 ∧ +) ∨ 2 (德・摩根律)

⇔ (+5 ∧ +6 ∧ ⋯∧ +0 ∧ +) → 2 (蕴涵等值式)
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附加前提规则
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(1) ¬M ∨ !   前提引入

(2) M    附加前提引入

(3) !     (1),  (2) 析取三段论

(4) ! → 	 (# → 9)  前提引入

 (5)  # → 9    (3),  (4)假言推理

 (6)  #    前提引入

 (7)  9     (5),  (6)假言推理

于是! → # → 9 ∧ ¬M ∨ ! ∧ # ∧ M ⇒ 9
当且仅当! → # → 9 ∧ ¬M ∨ ! ∧ # ⇒ (M → 9). 

例 如果小A打王者, 则当小B打王者时, 小C也打. 小D不打王者或小A打王者. 小B打王者. 所以当小
D打王者时,小C也打.

解 首先找出简单命题并符号化:

!:小A打王者; #:小B打王者; 9:小C打王者; M:小D打王者.

前提: ! → (# → 9), ¬M ∨ !, #;结论: M → 9.
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附加前提规则
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(1) " → &	            前提引入

 (2) ¬" ∨ &           (1)蕴涵等值式
 (3) ¬" ∨ & ∨ ¬'         (2)附加
 (4) ¬" ∨ & ∨ ¬' ∧ 1       (3)同一律
 (5) ¬" ∨ & ∨ ¬' ∧ ' ∨ & ∨ ¬'    (4)排中律&附加
 (6) ¬" ∧ ' ∨ & ∨ ¬'        (5)分配律
 (7) ¬ ¬' ∨ " ∨ & ∨ ¬'       (6)德・摩根律
 (8) ' → " → (' → &)       (7)蕴涵等值式×3

例 不使用附加前提规则证明" → & ⇒ ' → " → (' → &)
解
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归谬法

定义

设%", %#, … , %F是T个命题公式, 若它们的合取式%" ∧ %# ∧ ⋯∧ %F是可满足式, 则称
%", %#, … , %F是相容的. 否则, 若%" ∧ %# ∧ ⋯∧ %F是矛盾式, 则称%", %#, … , %F是不相
容的.
例 试判断下列3组公式序列,哪几个是相容的？
(1) ¬(" → &), &, ' → O;
(2) " → &, ", ' → O;
(3) " → & ∧ " → &, " ∧ & → ", "↔ ¬¬".
解容易判断¬ " → & ∧ & ∧ (' → O)为矛盾式, 而(" → &) ∧ " ∧ (' → O)为可满足式,
" → & ∧ " → & ∧ " ∧ & → " ∧ ("↔ ¬¬")为重言式, 所以(1)中的公式不相容,

而(2), (3)中的公式分别是相容的.
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归谬法

归谬法: 给定一个推理的形式结构(.$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O) → 0, 把结论0的
否定式¬0添加到前提集合.$, .%, … , .O中 , 构成一组新的前提集合
.$, .%, … , .O , ¬0.若这组新的前提不相容,则推理正确.
证明

.$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O → 0
⇔ ¬ .$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O ∨ 0 (蕴涵等值式)	
⇔ ¬ .$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O ∧ ¬0 (德・摩根律) 

若 .$, .%, … , .O , ¬0不相容, 则 .$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O ∧ ¬0为矛盾式 , 则
¬(.$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O ∧ ¬0)为重言式, 即 .$ ∧ .% ∧ ⋯∧ .O → 0 也为重
言式, 从而推理正确.

129



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

归谬法
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(1) (" ∧ ¬(' ∧ O)) → ¬& 前提引入

(2) &      否定结论引入

(3) ¬	(" ∧ ¬(' ∧ O))  (1), (2)拒取式

(4) ¬" ∨ (' ∧ O)   德・摩根律

(5) "      前提引入

(6) ' ∧ O   (4), (5)析取三段论

(7) O    (6)化简

(8) ¬O    前提引入

(9) O ∧ ¬O   (7), (8)合取引入

(9) 为矛盾式, 于是证明了推理的正确性. 

例1.27 用归谬法构造下面推理的证明.

解前提: " ∧ ¬ ' ∧ O → ¬&, ", ¬O. 结论: ¬&.
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推理方法小结

要证明(>$ ∧ >' ∧ ⋯∧ >*) → @是重言式,判断推理正确的方法有:
(1)真值表法
¡这是最基本的,也是完全无脑的.
¡当一个公式有A个命题变元和B个联结词时, 真值表的大小上限为2+×(B +
A).

¡当A和B较大时, 把真值表输入计算机时, 要占有相当大的存储空间, 搜索与
访问真值表的穷举法的运算步骤,会导致运算次数的“组合爆炸”.
(2)等值演算法
¡用等值式, 但每一步引用哪一条, 得靠熟记和灵活应用公式, 需要技巧和经
验,而且每步都要写出所有各项,也不经济.
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推理方法小结

(3)主析 (合)取范式法
¡只需要运用简单的蕴涵等值式和分配率, 剩下求极小 (大) 项的步骤几乎是
无脑的.

¡当命题变元太多时, 这种方法也还是很繁琐的, 尤其是给极小 (大) 项填补
缺失命题变元的时候.
(4)构造证明法 (直接,附加前提证明法,归谬法)
¡这方法很简练, 但每步引用哪一种规则或逻辑关系式, 得靠熟记和灵活应用
公式,需要技巧和经验,有时还要构造尚未介绍过的规则.
然而, 等值演算法和构造证明法的缺点在于, 当所给的公式并非重言式时, 不
但白做无效劳动,还不易发现问题所在.
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推理方法小结

例 如果我趴着, 敌人就看不到我. 如果我站着, 敌人就能看到
我.因此,如果我站着,我就不是趴着.

解 设 (:我趴着; ):我站着; *:敌人能看到我,

推理的形式结构为
((( → ¬*) ∧ () → *)) → () → ¬()

(1)真值表法 (略)
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推理方法小结

(2)等值演算法
((& → ¬3) ∧ () → 3) ) → () → ¬&)

⇔ ¬((¬& ∨ ¬3) ∧ (¬) ∨ 3) ) ∨ (¬) ∨ ¬&) (蕴涵等值式)

⇔ (& ∧ 3) ∨ () ∧ ¬3) ∨ ¬) ∨ ¬& (德・摩根律)

⇔ (& ∧ 3) ∨ ¬& ∨ () ∧ ¬3) ∨ ¬) (交换律)

⇔ (¬& ∨ 3) ∨ (¬) ∨ ¬3) (第二吸收律)

⇔ 1 (排中律)

所以原公式为重言式,即结论是有效结论.
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推理方法小结

(3)主析取范式
( → ¬* ∧ ) → * → () → ¬()

⇔ ⋯
⇔ >( ∨ >$ ∨ >% ∨ >, ∨ >/ ∨ >- ∨ >+ ∨ >.

所以原公式为重言式,即结论是有效结论.
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推理方法小结

(4)构造证明
前提: ( → ¬*, ) → *;结论: ) → ¬(.
(1) ( → ¬* 前提引入
(2) * → ¬( (1)假言易位
(3) ) → * 前提引入
(4) ) → ¬( (2), (3)假言三段论
结论是有效结论.
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课堂练习

用附加前提证明法和不用附加前提证明法证明下面推理:
前提: " ∨ &, " → ', & → O;
结论: ¬O → '.
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课堂练习

用附加前提证明法和不用附加前提证明法证明下面推理:
前提: " ∨ &, " → ', & → O;
结论: ¬O → '.
解使用附加前提证明法.

138

结论是有效结论. 

(1) & → O  前提引入

(2) ¬O   附加前提引入

(3) ¬&   (1),  (2) 拒取式

(4) " ∨ &  前提引入

(5) ¬" → &  (4)蕴涵等值式

(6) "    (3),  (5)拒取式

(7) " → '   前提引入

(8) '    (6),  (7)假言推理
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课堂练习
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用附加前提证明法和不用附加前提证明法证明下面推理:
前提: " ∨ &, " → ', & → O;
结论: ¬O → '.
解不使用附加前提证明法.

(1) " ∨ & 前提引入

(2) " → ' 前提引入
(3) & → O 前提引入

(4) ' ∨ O (1), (2), (3)构造性二难

(5) ¬O → ' (4)蕴涵等值式
结论是有效结论.
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本章小结

¡能判定真假的陈述句称作命题. 要善于将自然语言表达的问
题符号化为命题,使推理过程简捷,正确.

¡命题联结词作用于命题时和数学运算符相当, 所以又称逻辑
运算符. 联结词反映了复合命题和部分命题之间的真假关系,
这种关系是命题联结词的逻辑内容.

¡命题公式是由命题常元, 命题变元, 命题联结词和圆括号等所
组成的满足定义1.6的字符串.命题公式不是命题.

¡了解三种特殊公式之间的关系:重言式的否定是矛盾式;矛盾
式的否定是重言式;重言式一定是可满足式.
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本章小结

¡真值表法是最基本和机械的命题演算方法, 当公式很复杂所含命题变
元很多时,真值表法的工作量太大.

¡利用等值式进行等值演算和推理是切实可行的,但技巧性较高.
¡主范式把命题公式标准化, 同一真值函数对应的所有命题公式具有相
同主范式,从而易判断两个命题公式是否等价以及判断公式的类型.

¡等值式是掌握命题演算, 推理过程, 求主合取范式和主析取范式的基
础.

¡引入置换规则,可将公式变形,扩大重言式和逻辑等价公式的作用.
¡正确灵活地使用推理规则.
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作业

p34:

1 (12), (16), (18)

4

5 (1), (3), (6), (8)

6

7 (2)

9 (2)

10 (3)

11 (1), (3)

13 (2)

17 (3)

19 (1)

23

24 (3)

26

27

142



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

谢谢

有问题欢迎随时跟我讨论

143


